TEORIA DE LA MEDIDA

Complemento de la Sesién 03

Teorema de Heine Borel

En el afio 1895, Emile Borel encontré una propiedad de los intervalos cerrados y acotados
en R, la cual generé un concepto muy importante en el Analisis Matematico, el de conjunto
compacto.

Borel estaba atacando un problema de continuacién analitica de una funcién de variable
compleja y, como parte de su razonamiento, demostré un resultado, el cual, simplificado
para el caso de un intervalo [a, b] de nimeros reales, se puede enunciar como sigue:

Si I, I5,... es una familia infinita numerable de intervalos abiertos tales que la suma de
sus longitudes es menor que la longitud del intervalo [a, b], entonces la unién de todos los
intervalos I,, no cubre al intervalo [a, b].

Para probar lo anterior, Borel demostré que si la unién de los intervalos [, cubriera al
intervalo [a, b], entonces existirfa un subcoleccién finita I, I,,, ..., I,,,, de esos intervalos,
cuya unién cubrirfa a [a, b] y entonces se tendria:

Yoo lIn) 2 35 L (In,) 2 b —a.

Anos més tarde, se encontraria un resultado méds general, al cual ahora se le conoce como
teorema de Heine-Borel. Su demostracién se encuentra un poco méds adelante.

Definicién 1. Diremos que un subconjunto A de R™ estd acotado si existe una bola abierta
tal que A estd contenido en ella.

Definicién 2. Llamaremos celda de R"™ a un conjunto de la forma Iy X Is X --- X I,,, donde
I = [a1, ], Is = [ag,ba], -+ , I, = [an, b,] son intervalos cerrados y acotados de mimeros
reales tales que, para cualquier j € {1,2,...,n}, a; <b; .

Definicién 3. Si (Cy,),,cy €5 una sucesion de celdas de R, diremos que éstas estdn anidadas
st Cyi1 C Cy para cualquier k € N.

Proposicién 1. Sea (Cp,),, oy una sucesion de celdas anidadas de R", entonces N55_,Cy, # 0.

Demostracién
Sea, ]fm) xlém) - -x I\™ la celda C,,; entonces, para cada j € {1,2,...,n}, los intervalos 13(1)7
1 ](2), 1 ;3), ... forman una sucesién anidada de intervalos cerrados y acotados; por lo tanto,
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existe un nuimero real x; en la interseccién de todos ellos. Evidentemente, para cualquier
m € N, el vector (z1, s, ..., x,) pertenece a la celda C,,.

Teorema 1. 5i K es un subconjunto de R"™, cerrado y acotado, entonces, para cualquier
familia infinita {G. : v € I'} de subconjuntos abiertos de R™ tales que K C |, . G, existe
un subconjunto U de T, finito, tal que K C J,cpy Gu-

vel

Demostraciéon

Sea {G, :7v €'} una familia de subconjuntos abiertos de R" tales que K C |J
denotemos por U a la familia de todos los subconjuntos finitos I'.

G,y

yerl

Supongamos que no existe algtin conjunto U € U tal que K C oy Gu-

Como K es acotado, existe una celda [ fl) x 1. 2(1) - x IV que lo contiene, a la cual llamaremos
(. Podemos tomarla de tal forma que los intervalos Iy, I, .. ., I, tengan la misma longitud,
la cual denotaremos por L.

Vamos a construir, inductivamente, una sucesion (Cp,),,. (23..) de celdas tales que, para
cualquier m € {2,3,...}:

i) C, C Chyy.
ii) K NCy, # 0y no existe algin conjunto U € U tal que K N Cy, C U, cpp Gu-

iii) Si Gy = 1™ x I{™ x -+ x I{™, entonces, para cualquier j € {1,2,...,n}, 1 ([J(m)) =
1
L.

2(m72)

Definiendo Cy = C, Cy cumple con las condiciones i ii y iii.

Tomemos ahora k € {2,3,...} y supongamos que tenemos definida una celda C, = [agk), bgk)} X

[aék), bgk)} X oo X [a&’“), b } satisfaciendo las propiedades i ii y iii.

Para cada j € {1,2,...,n}, denotemos por cg.k) al punto medio del intervalo [agk), b;k)]. De

esta forma, en cada coordenada j tenemos los intervalos [a}k), cﬁk)] y [cgk), b;k)} . Tomando en
cada coordenada uno de esos dos intervalos y considerando el producto cartesiano de ellos,
formamos una celda. El total de celdas que podemos formar de esa manera es igual a 2" y
siC =1 x I, x---x I, es cualquiera de esas celdas, se tiene C' C C} y, para cualquier
Jj€{1,2,...,n}, se tiene:

k) o (k
(1) = %l ([a§- ),b§ )D - %2(;}72)[/ - 2(k171)L'
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Sabemos que no existe algiin conjunto U € U tal que K N Cy, C J,cpy Gu, ast que, por lo
menos para una de las 2" celdas que formamos, llamémosla C', se tiene que no existe algin
conjunto U € U tal que K N C C J,cy Gu, porque si para cualquiera de las 2" celdas se
tuviera la propiedad contraria, existirfa un conjunto U € U tal que K NCy C |J,,cpy Gu- Para
esa celda C' se tiene K N C # ) ya que de otra forma se tendria K N C' C G, para cualquier
~v € I', lo cual contradice la propiedad con la que elegimos a C'.

Definamos entonces C}1; como una cualquiera de esas celdas C, entre las 2" celdas que
formamos, con la propiedad de que no existe algiin conjunto U € U tal que KNC C J,cpy Gu-

La celda (1 asf definida satisface entonces las propiedades i, ii y iii.

Asi que, por el principio de induccién matemética, para cada m € {2,3, ...}, queda definida
cada una de las celdas C,, satisfaciendo las propiedades i, ii y iii.

Denotemos por L™ a la longitud comin, igual a z(m%z)L, de cada uno de los intervalos I j(m)
que componen la celda C,,.

Por la propiedad i, las celdas de la sucesién (Cy,),, oy que hemos construido estdn anidadas,
asi que N°_,C,, # ). Esta interseccién es un conjunto formado por un unico punto, ya que
six = (r1,29,...,2,) Y Y = (Y1,Y2,-..,Yn) Dertenecen a esa interseccién, entonces, para
cada j € {1,2,...,n} y cualquier m € {2,3,...}, z; y y,; pertenecen al intervalo [J(»m) cuya
longitud es igual a L™; asf que |y; — x;| < L™ = 2(7,}—,2)[/ para cualquier m € {2,3,...} v,
entonces, r; = y;.

Sea z = (21, 22, ..., 2,) €l Uinico punto en la interseccién N_, C,.

Para cada m € {2,3,...}, tomemos un elemento z("™ = (zf”),zém), o ,Z7(1m)> e KNG,
entonces tanto z como 2™ pertenecen a la celda C,,, asi que, para cualquier j € {1,2,...,n},
se tiene:

)ngm) — zj) < Lm),

Por lo tanto:

2 2 2
d (2™, z) = \/(ZY”) - zl) + (zé’”) ~ Z2> 4ot (zé’”) = zn)

Asi que la sucesion (z(m))

me{2,3,..} converge a <.

Ademis, 2™ € K para cualquier m € {2,3,...}, asi que, como K es cerrado, z = lim,,_.o
(m)
z2\m e K.
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Por hipétesis, K C UA/EF G, asi que, teniendo z € K, existe algin conjunto G, tal que
z € G,. Siendo G, un conjunto abierto, existe una bola abierta, B, (z), con centro z y un
radio positivo r tal que B, (z) C G,.

Por otra parte, como z es el centro de la bola B, (z), tomando h = #ﬁ, la celda [z1 — h, 21 + h|X

(29 — h, 2o+ h] X -+ X [z, — h, 2, + h] estd contenida en B, (z). En efecto, si:
T = <x17x27"'7:cn) € [Zl—h,21+h] X [22_h722+h] X X [zn_h7zn+h]7

entonces, para cada j € {1,2,...,n}, se tiene |z; — z;| < h, asf que:

d(x,2) = @1 — 20)° + (@2 = 20)° + -+ (20 — 20)° < b/ =

N3

Tomemos mg € {2,3,...} tal que Lm0 = Q(m%Q)L < h, entonces, como:

2 € Cg = [af™ 107] [l 657] o ol 07),
siy = (Y1,Y2, - -.,Yn) €s cualquier elemento de C,,, se tiene, para cualquier j € {1,2,... n}:
ly; — 2| < L)

Asi que:

3002 =\l =2+ (o= 22+ (g 20 < LWV < B = 5

Por lo tanto, la celda C,,, estd contenida en la bola B, (z), la cual a su vez estd contenida
en G, . En particular, se tiene K N C,y,, C G, .

Hemos llegado a una contradiccién ya que construimos la sucesién (C'y, ), (23,1 de tal forma
que, para cualquier m € {2,3,...}, no existe algin conjunto U € U tal que K N C,, C

UuEU G“

Por lo tanto, la hipétesis de la que partimos, a saber, que no existe algiin conjunto U € U
tal que K C J,cp Gu, es falsa.
Asi que existe algin conjunto U € U tal que K C |J .y Gu, lo cual prueba el resultado.

[
Teorema 2. Sea K un subconjunto de R"™ con la propiedad de que, para cualquier familia

G, v eT'} de subconjuntos abiertos de R™ tales que K C G.,, existe un subconjunto
{Gy v j y j
U deT, finito, tal que K C |J

yel

wev Gu, entonces K es cerrado y acotado.

Demostraciéon

Tomemos un elemento cualquiera z € R". La familia de bolas abiertas {B,, (z) : m € N}
forman una cubierta de K, asi que existe un subconjunto finito U de niimeros naturales
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tales que K C J,,cp Bm (2). Si my = maxU, entonces |J,,.; Bm (2) = B, (2), asi que

K C B, (2) y, por lo tanto, estd acotado.

meU

Para demostar que K es cerrado, tomemos un elemento cualquiera y € Ky para cada
m € N, denotemos por G, al complemento de la bola cerrada B1 (y), de centro y y radio

%. Se tiene entonces:

Uners G = Uper B 1) = (Nyen B <y>)c = ({y}) =R" - {y}.

Asf que, como y ¢ K, entonces K C |J,,cpy Gm

Como los conjuntos G, son abiertos, existe un subconjunto finito U de ntimeros naturales
tales que K C |J,,cpy Gm- Si mo = méax U, entonces | J,,.;; G = Gy, asi que K C Gy, Por
lo tanto, B (y) C B (y) = G5, C K°.

mQ mo

Asi que, dado y € K¢, existe una bola abierta de centro y, contenida en K*¢; es decir, todos
los puntos de K¢ son interiores a K¢, asi que K¢ es cerrado y, por lo tanto, K es cerrado.

Combinando los teoremas 1 y 2, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3 (Teorema de Heine Borel). Un subconjunto K de R™ es cerrado y acotado si y
solo si, para cualquier familia infinita {G : v € I'} de subconjuntos abiertos de R™ tales que

K c U, er Gy, existe un subconjunto U de I, finito, tal que K C |,y Gu

yerl’
La propiedad que tienen los conjuntos cerrados y acotados en R", enunciada en el teorema
de Heine Borel, es llamada compacidad. Es decir decimos que un subconjunto K de R” es
compacto si para cualquier familia infinita {G., : v € I'} de subconjuntos abiertos de X tales

que K C |, r G, existe un conjunto finito U de T', finito, tal que K C {J, o, G

En el caso de cualquier espacio métrico, no siempre los conjuntos cerrados y acotados son
compactos. Por ejemplo consideremos el conjunto F = {f : [¢,d] — R : f es acotada}, donde
cy d son dos niimeros reales tales que ¢ < d;si f € F, definamos || f||, = sup {|f (z)| : € [a,]]}
ysi f,g € F, definamos d; (f, g) = ||g — f||,. Sabemos que (F, d;) es un espacio métrico com-
pleto.

Sea (r,)nen una sucesién de puntos distintos en [c, d] y, para cada n € N, definamos f,, :
[c,d] — R de la siguiente manera:

fn(l’):{ 1 six==x,

0 en otro caso

Se tiene || f,||, = 1 para cualquier n € Ny d; (f,, f) = 1 para cualquier pareja de nimeros
naturales, m y n, tales que n # m.

Evidentemente, el conjunto K = {f1, fa,...} es acotado.
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Ademss, K no tiene puntos de acumulacién. En efecto, ninguna de las funciones f,, puede
ser punto de acumulaciéon de K, ya que, dada cualquiera de ellas, la bola con centro en esa
funcién y radio % no contiene alguna otra funcién en K. Ahora, si una funcién f en F, que
no pertenece a K, fuera punto de acumulacién de K, entonces existirfan dos funciones f,, y
fn, en K tales que:

0 < ds(far, f) < 1
0 <ds (fnos f) < ds (fur, f)-
Por la ultima desigualdad, se tendria f,, # fn,, asi que ds (fn,, fn,) = 1.
Por otra parte, se tendria:
s (frys frz) < ds (frys )+ ds (fs frz) < 2ds (fars ) < 35
llegando asi a una contradiccién.
Siendo vacio el conjunto de puntos de acumulacién de K, podemos concluir que K es cerrado.
Tenemos entonces que el conjunto K es cerrado y acotado.
1

Ahora bien, consideremos, para cada n € N, la bola abierta de radio ; y centro f,. La

unién de esas bolas contiene a K, pero la unién de cualquier coleccién finita de esas bolas
linicamente contiene un nmimero finito de elementos de K, a saber, los centros de ellas.

Por lo tanto, K es un conjunto cerrado y acotado que no es compacto.

Compacidad en espacios métricos

Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera.

Definicién 4. Diremos que K C X es compacto si para cualquier familia infinita {G., : v € T'}
de subconjuntos abiertos de X tales que K C |J . G, existe un conjunto finito T C I' tal
que K CU,cr G-

yel’

Definicién 5. Diremos que K C X es numerablemente compacto si para cualquier familia
{Gy : n € N} de subconjuntos abiertos de X tales que K C |J _nGn, existe un conjunto
finito T C N tal que K C |J,,cr G-

neN
Definicién 6. Diremos que K C X es secuencialmente compacto si para toda sucesion
(#1),en de elementos de K existe una subsucesion que converge a algin elemento de K.

Definicién 7. Diremos que una familia de subconjuntos de X, {F, : v € I'}, tiene la propie-
dad de la interseccion finita si dado cualquier subconjunto finito T C T, se tiene ﬂWGT F, #0.

Definicién 8. Diremos que A C X es acotado si existe una bola abierta que lo contiene.
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Definicién 9. Diremos que A C X es totalmente acotado si para cualquier € > 0, existe un
conjunto finito de bolas cerradas de radio € cuya union cubre A.

Se tienen los siguientes resultados:

Teorema 4. Si K es un subconjunto de X, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. K es compacto.

2. K es numerablemente compacto.

3. K es secuencialmente compacto.

4. Cualquier familia de subconjuntos cerrados de K con la propiedad de la interseccion
finita tiene una interseccion no vacia.

Proposicion 2. St K C X es un conjunto compacto, entonces es cerrado y acotado.

Proposiciéon 3. Si K C X es un conjunto compacto, entonces es cerrado y totalmente
acotado.

Proposicién 4. Si X es completo, un conjunto K C X es compacto si y sdlo si es cerrado
y totalmente acotado.

Si X no es completo, es posible que haya subconjuntos cerrrados y totalmente acotados
que no sean compactos. Por ejemplo, tomemos X = Q con la distancia usual entre nimeros
reales; entonces el conjunto A = {z € Q : 2 < z? < 3} es cerrado y totalmente acotado, pero
no compacto.

Teorema 5. Si X es un espacio vectorial normado, entonces X tiene dimension finita si y
solo si todo subconjunto de X, cerrado y acotado, es compacto.

Teorema 6. Si X es un espacio vectorial normado de dimension infinita, entonces la bola
cerrada de radio 1 y centro 0 no es un conjunto compacto.



